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Bases teoricas del calculo antisismico de
estructuras de varios grados de libertad
Resumen: Se exponen aquellas partes de la teorta general de las vibra­
ciones que pueden servir de base aJ calculo antisismico de estructuras de va­
rios grados de libertad. En eJ caso de estructuras lineales conservativas, eI
problema es reducido al de estructuras lineales conservativas de un grado de
Iibertad (oscilador lineal simple). Este ultimo caso ha sido tratado en un ar­
ticulo an terior (Ref. I). Se hacen ver las limitaciones de la teorta y el modo
de salvarlas cuando el amortiguamiento es pequefio,
1. Oscilaciones de pequeiia amplitud de los sistemas conservativos. Generali­
dades. UI\ sistema mecanico se dice conservative, si el trabajo realizado por
las fuerzas que actuan sobre el depende solamente de las coordenadas de las
posiciones inicial y finaL En tal caso, las Iuerzas pueden derivarse de una
funci6n potencial V (energia potencial), Iuncion de las coordenadas q del
sistema. La funci6n V contiene una constante aditiva, que puede elegirse
arbitrariamente.
Empezarernos por estudiar primero las 0 cilaciones de pequeria ampli­
tud de un sistema conservativo, en torno de una posicion de equilibrio e ta­
ble. Mas adelante diremos algunas palabras sobre los sistemas no conservativos.
Elegiremos las coordenadas de tal modo que en la posicion de equili­
brio, en torno de Ia cual tiene lugar la oscilaci6n, se tenga
q. = O} . )V(q;) = 0 . 1 = 1 , 2 , "', n ;
Desarrollando V en serie de Taylor en torno del punto definido por las
primeras n ecuaciones, se tiene
(
i}2 V i}2 V i}2 V )V = h --2- qi + --2 qi + ... + 2 i} i} qr q2 + .. + .... (1)i} ql i} q2 ql q2
ecuacion en la cual las derivadas deben avaluarse en el punto ya mencionado.
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Lo terminos de grado 0 y de grado I en las q no aparecen, por la forma en
que e ha elegido la constante arbitraria contenida en V, y porque, siendo
qi
= 0 (i = 1, 2, ... n) una posicion de equilibrio, las primeras derivadas de
V respecto de las q son todas nulas.
Si se desprecian los terrninos de orden superior al segundo, se puede es-
cribir
n Q
qj qj = � � � kij q, q,
i-I j-I
(2)
Se ha puesto
(3)
.. Iuego,
kij = kjj (4)
Los k son constanres, ya que las derivadas se avaluan en la posicion de
equilibrio,
Hay que hacer notar que si el sistema mecanico es lineal, Ia hipotesis
de pequerias amplitudes es superflua, puesto que en tal caso Ia expresion (I)
no contiene terminos de orden superior al segundo.
Por razones obvias, solo consideraremos sistemas estables. La funci6n
V debe ser, entonces, minima en Ia posicion de equilibrio y, por 10 tanto, es
posiriva en todo punto, salvo en el origen, donde se anula, Con mayor rigor,
podemos decir que se puede elegir un entorno del punto qi = 0 (i = I, 2, .v.n),
tal que V sea positiva en todo punto del en torno, salvo el origen, donde sera nula,
Las fuerzas que actuan sobre el sistema se pueden obtener derivando
la expresion del potencial:
av
(i = 1, 2, ... n) (5)
a qj
Si se multiplican estas n ecuaciones por q, , q2 ... , qQ, respectivamente
y se suman resulta, despues de dividir por 2: I
(6)
Desde el punto de vista fisico la ecuaci6n anterior tiene el siguiente
significado: los Q son las [uerzas debidas a la defonnaci6n definida por las
coordenadas q: las llamaremos fuerzas de restitucion, los coeficientes k los
llamaremos rigideces. Por 10 tanto, las Iuerzas exteriores capaces de mante­
ner la deformacion q., qt, ... , qn son
- Q., - Q., ... , - Qn' La ecuacion (6)
expresa entonces que si el sistema se mueve bajo la acci6n de fuerzas exterio­
res desde Ia posicion de equilibrio hasta la posicion arbitraria q', qt, ... , qQ'
su energia potencial aumenta en una cantidad igual al trabajo de esas fuerzas.
Consideremos, ahora, la energla cinetica del sistema. La energia cineti­
ca 1'; es una Iuncion cuadratica homogenea de las velocidades generalizadas
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qr, en la cual los coeficienres son, en general, funciones de las coordenadas.
Podemos escribir:
D D
T = 72 1: 1: mil Qi qj
t-l i-I
(7)
Reemplacemos las Iunciones mij por sus valores para q. = q. = ... = qD = 0;
es decir, por los primeros terminos de sus respectivos desarrollos en serie en
torno de la posicion de equilibrio. Las constantes mij las llamaremos pa­
rametros de inercia del sistema.
Tratandose de un sistema lineal, las m son constantes y la hipotesis de
amplitudes pequerias es superflua, ya que en tal caso el segundo miembro de
(7) no contiene terminos de orden superior al segundo.
En buenas cuentas, las expresiones de V y T con coeficientes constantes,
son exactas para los sistemas lineales. Para el caso de sistemas no lineales, el
problema se ha linearizado en la hipotesis de pequefias amplitudes.
Como T no depende de las coordenadas:
o (i = I, 2, "0, n);
Iuego, para pequefias oscilaciones, las ecuaciones de Lagrange toman la 'forma
mas simple
d (a
T
)
av
dt --aq:
- Qja q,
o en forma mas explicita:
D n
1: mij qj -� k;j qj
i-I j-I
(i I, 2, ... , n) (S)
(i - 1, 2, ... , n) (9)
Los terrninos de las ecuaciones (9) que contienen kij (i -4 i) se llaman
terminos de acoplamiento estatico, mientras que los que contienen m'j (i f=: j)
reciben el nombre de Terminos de acoplamiento dinamico.
El significado fisico de los terrninos de acoplamiento estatico es evidence:
el el terrnino - kjj qj representa la contribuci6n de la coordenada 0 defor­
macion qj a la Iuerza Qi'
Para comprender el signilicado fisico de los terminos de acoplamiento
dinarnico, recordemos que � se llama la cornponente i esima del impulse
a ql
generalizado. Entonces eJ terrnino mil qj es la contribucion de la companen-
de <"Ii de la velocidad a la i
�sim. componente del impulso generalizado.
A continuaci6n considerarernos sistema con acoplamiento e tatico uni-
carnente. Luego volveremos sobre el caso de acoplamiento dinamico.
I
2. Oscilaciones de un sistema conservative con acoplamiento esrarico. Se tendra
por hipotesis: I
mil = 0 (i#j); (10)
6 REJI/STA DE MATEMATICAS
y las ecuaciones de Lagrange son:
D
mt ql + 2i ku q, = 0
i-I
(i = 1, 2, ... , n) (11)
Investiguemos bajo que condiciones el sistema de ecuaciones (II) admi­
te soluciones del tipo:
qi = Ai sen (w t + E) (i = 1, 2, ... , n) (12)
substituyendo en (11) resulta el sistema de ecuaciones algebraicas hornogeneas
en las inc6gnitas A:
n
mi AI w2= 2i kij Aj
j-I
o bien
n
m, ql w2 - 2i k-. qlII
j �1
(i = 1, 2, ... ,n) (13)
(i = 1,2, ... , n) (13)'
Para que este sistema admita soluci6n, fuera de la trivial
Ai = 0 (i = 1, 2, ... , n)
es preciso que su determinante sea nulo; es decir, que:
- 0 (14)
kJ2 kin
ku - m2 w2 •• • •••• k2n
Esta es una ecuacion algebraica de grado n en w 2; se la llama ecuacion de
frecuencia, Se puede demostrar (Refs. 2 y 3) que si el equilibrio es estable,
es decir, si V es esencialrnente positiva, las ralces de esta ecuaci6n en w 2 son
todas positivas. Excluiremos el caso de raices nulas 0 dobles (*). Las n raices
de (14) las designaremos por w i, w�, ..• , w!. Sustituyendo, sucesivamente
estas rakes en las ecuaciones (13) 0 (13)' se obtienen n conjuntos de valores
para los A, 0 para los q. Cada conjunto corresponde a una de las frecuen­
cias WI. W2, "', wn• La soluci6n general del sistema diferencial (II) es, en­
tonces:
D
q, = 2i A[ sen (w r t + Er )
r-I
(i = 1, 2, ... , n) (1S)
Los A� no quedan completamente determinados por ser (13) un siste­
ma homogeneo. Los A de un mismo conjunto (los que corresponden a un mis­
rno r) se pueden multiplicar por una misma constante arbitraria: esta
constante puede ser diferente para distintos r.
Llamarernos osciIaci6n principal 0 modo principal de oscilaci6n a una
solucion de (ll) que corresponde a un valor fijo de r. Por ejernplo:
(.) EI caso de ralz nula no puede presentarse en estructuras con Jigazones exteriores suficien­
tes, EI caso de ralz mutupte no haee exccpci6n a 10 expuesto mas adelantc (Refs. 2 y �).
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1
= A� sen (Wit + El)ql
1 A� sen (Wit + EI)q2 -
. . .. . . .. . ..........
1 A� sen (Wit + €1)qn -
es una oscilacion principal; aquella que corresponde a r = 1.
Resulta, entonces, que con las hipotesis hechas (ausencia de ralces do­
bles 0 nulas), el numero de oscilaciones principales es igual al nurnero de gra­
dos de libertad del sistema (sistemas holonomos). (*).
Toda oscilaci6n principal es armonica simple. En un modo principal
cualquiera, las coordenadas del sistema varian armonicarnente con el tiempo,
con la misma frecuencia y con la misrna fase .
Las Irecuencias de las oscilaciones principales se Haman tambien fre­
cuencias naturales del sistema 0 Irecuencias propias. La frecuencia mas baja,
que corresponde a la oscilacion de periodo mas largo, se llama frecuencia fun­
damental y el modo correspondiente modo fundamental. Se acostumbra or­
denar los modos principales en orden creciente de frecuencias y llamados
primero, segundo, tercer modo.
3. Ohogonalidad de las oscilaciones principales, Dernostraremos ahora una
propiedad de las oscilaciones principales, que es de la mayor importancia para
el calculo practice de las frecuencias naturales y el tratamiento de las oscila­
ciones forzadas.
Consideremos dos oscilaciones principales de frecuencias wr Y w.. Los
coeficientes Ar A� (i = 1, 2, .. " n) de estos dos modos satisfacen las ecuaciones
(13); es decir.
n
mi N W
2
= �
I
1 ki i Nj=1 l
(i 1. 2, ... ,n) (16)
n kij A·
mj N W
2
= -c
I
I • � .
j=1
Multipliquemos las n ecuaciones del primer renglon por A� y las n del se­
gundo por A� y sumemos, separadarnente, las n ecuaciones que se obtienen en
cada caso:
n n n
W -c mi N N = � �� k, i Ar A�'-' 1 1 .., , I
i-1 i-I i-I
n n n
W
2
:z � N = '" '" ki j Nmt I .., .., I
i-I i-I i-I
(.) E1 estudio de las oscilaciones de pequefia amplitud de un sisJema no holonomo con n
coordenadas independientes se reduce at de las vibraciones de porn amplitud de un sistema
holonomo de nom grados de libertad, en que m es el numero de ligazones no holonomas
(Ref. 3, pp_ 221-2).
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Los segundos miernbros de estas ecuaciones son iguales. Esto se ve inme­
diatamente intercambiando los indices i, j Y aprovechando la ecuacion (4). Se
tiene, entonces:
D
(w ; - W ; ) � mj A� A� = 0
i-I
. Pero, por hipotesis, Wr ::::J= We; luego
D
� m, Ai A� = 0 r 1= s (17)
Esta ecuacion se conoce como relacion de ortogonalidad entre los mo­
dos principales r y s.
Hay que observar que la demostraci6n anterior descansa en las condi­
ciones kjj = kji para todo i y j. Esto es s610 valido para sistemas de Iuerzas
que puedan derivarse de un potencial. Por 10 tanto la ortogonalidad de los
modos principales es una propiedad de los sistemas con energfa potencial. No
vale, por ejemplo, para un sistema no conservativo.
4. Expresiones de la energia cinetica y de la energfa potencial de un sistema
conservative con acoplamiento estatico. Se pueden encontrar expresiones muy
compactas de la energia cinetica y de la energia potencial de los sistemas men­
cionados en el subtftulo cuando se aprovechan las relaciones-de ortogonalidad
recien establecidas.
En la hip6tesis de acoplamiento estatico -ecuaciones (10)- la expresi6n
de la energia cinetica se reduce a:
D
T = Yz
y sustituyendo el valor de qi sacado de (15).
n n II
T = Yz � � � mi A� A� wr we cos (wrt + Er) cos (w.t + Ee)
i-I r-l 8-1
En esta sumatoria aparecen terminos en wr wS' La suma de estos terrni-
nos es:
D
� m, A� A�
i -=1
Pero, en virtud de Ia ortogonalidad de los modos principales, Ja suma recien
escrita es nula si r :# s. Luego:
D n
(18)
Podemos encontrar una expresi6n aun mas breve, introduciendo la notaci6n
siguiente: pongamos
i-I
(r=I,2, '" ,n) (19)
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La expresion de la energia cinetica se reduce a
D
T = � 1; M, c; w; COS2 (wrt + tr) (20)
r-I
Se podria poner todavia:
�r = c; sen (w .t + Er)
con 10 cual
(r= 1, 2, ... , n) (21)
n
M � 2r <; (22)T = �
Segun (20), la energia cinetica resulta ser la suma de las ei • .!rgias cineti­
cas de n puntos materiales de masas M; (r = 1, 2, ... , n) que se mueven con
movimientos armonicos simples de amplitud c, y de frecuencia circular w;.
Veamos ahora la energia potencial.
Substituyendo en (6) las expresiones de qi, q, obtenidas en (15)
i j r s
Pero, segun (13)
n
= rn. A� W 2I I
luego
v = Y2 1; 1; 1; rn, A� A� w; sen (wrt + Er) sen (wt + �)
i r 9
} aprovechando la propiedad que tienen los modos principale de ser ortogo­
nales entre S1
v = Y2 1; � m, (ADz w; sen2 (wrt + Er)
; r
(23)
o sea, con la notacion (19),
v = �
n
� M, c; w; senz (wrt + Er) (24)
Lo que todavia puede escribir e
n
v = Yz (25)
Segun la ecuacion (24). la energia potencial tarnbicn ha quedado descom­
puesta en una suma de cuadrados: cada uno de los termino de la suma COITes­
ponde a la energia potencial de un oscilador simple de rna a 1\1(. frecuencia
circular wr y que oscila con amplitud cr", Las constantes elasticas 0 rigideces
de dichos osciladores estan dadas por
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(r = 1, 2, ... , n) (26)
Como el si terna mecanico queda perfectamente especificado cuando se
conocen su energia cinetica y u energia potencial (sistema conservativo), resulta
que el movimiento del isterna se conocera en todo su detalle, i se conoce el
movimiento de cada uno de los 0 ciladores imples ya mencionados. En otras
palabras: hemos logrado descornponer el sistema en osciladores lineales sim­
ples: estos osciladores 011 indepcndientes unos de otros, en el sentido que la
energia cinetica total del sistema )' la energia potencial del sistema pueden
obtenerse por simple adici6n de las energias de los osciladores: no hay, por
10 tanto, tran ferencia de energia entre los osciladores.
5. Estructura lineal de varios grados de Iibertad, solicitada por temblor. Hasta
aqui los M, e tan, en cierto modo, indeterminados, ya que en la ecuacion (19)
aparece ademas un factor Cco tam bien por deterrninar, y que representa la
amplitud del modo r.
En la teorta general de las vibraciones se procede a elegir los M, por
una condicion de normalizaci6n que conduce a expresiones particularrnente
simple de T y de V.
Aqui elegiremos los M, de modo que el tratamiento del problema de
los ternblores resulte sencillo.
Llamaremos a la expre i6n
- ml qj
�sima componente de la Iuerza de inercia generalizada. Se tratara de una ver­
dadera fuerza de inercia si, por ejemplo, m, es una masa y qj una coordenada
con dimensiones de longitud.
Impondremos a los M, la condici6n de que
D
}; m, q� = M, c, w� sen (wrt + Er), (r= 1, 2, ... .n) (27)
i-2
es decir, que la suma de las Iuerzas de inercia para un modo dado (para un r
dado), sea igual a la fuerza de inercia en el oscilador simple correspondiente.
Substituyendo en (27) la expresi6n de qrf
q� = A� sen (wrt + Er)
resulta, despues de operaciones elementales,
(r = I, 2, ... , n)
(r = 1, 2, ... , n) (28)
i=1
EJiminando (r entre esta ecuaci6n y la (19)
(� m! My
� �i (A�y
(r = 1, 2, ... , n) (29)
Las masas de los osciladores quedan asi perfectamente deterrninadas.
M no depende de los valores absolutes de los A: sino s610 de las razonesr I
entre ell os, Estas razones se pueden calcular de las ecuaciones (13); una vel
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conocidas, se conoce la forma geometrica del modo de vibrar, el valor de _ I,
y, por 10 tanto, el valor de K, obtenido de la ecuaci6n (26). Hay que recordar
que Wr se conoce a partir de la ecuaci6n de frecuencia (14).
Se ha logrado, entonces, descomponer toda estructura lineal con ervati­
va en osciladores lineales simples. Cada uno de e .tos osciladores se puede tra­
tar en la Iorma indicada en Ref. I: conocido el espectro del temblor e puede
calcular el esfuerzo de ortc basal correspondiente a cada oscilador, y de aqui
los eslu erzos en la e tructura que corresponden al respective modo de oscilar.
En un articulo proximo pensarno ilustrar el metodo con algunas aplieacione .
Un problema por resolver es la forma en que se superponen 10 esfuer­
zos correspondientes a los distinto modos, 10 cual depende de la naturaleza
del movimiento del suelo. Por ahora, se puede proceder uperponiendo, para
eada pieza de la estructura, las solicitacione tornadas en valor absoluto, con
10 cual se esta del lado de la seguridad.
6. Estructuras con acoplamienro dinamico. Hasta aqui hemos con iderado sis­
temas con acoplamiento estatico: es decir, la expresion de la energta potencial
puede contener producto de coordenada; no asi la expresi6n de la energia
cinetica que debera ser una surna de cuadrados de velocidades por coeficientes
adecuados, en virtud de haber supuesto que faltan los terrninos de acoplarniento
dinarnico (ecuaci6n 10).
Que exi ta 0 no acoplamiento dinamico depende exclusivamente de las
coordenadas que se hayan elegido para especificar la posici6n del sistema. Dada
la expresi6n (7) de la energia cinetica, siempre es posible encontrar nueva co­
ordenadas, cornbinaciones lineales de las antiguas, que reducen la expre ion (7)
a �na suma d cuadrado de velocidades, transformando el sistema con acopla­
miento dinarnico, en otro que s610 tiene acoplamiento estatico (Ref. 4, pp.
J 207-210). Segun se ha mostrado anteriormente, el sistema con acoplamiento
estatico se puede transformar finalmente en un eonjunto de oseiladores im­
ples, sin acoplamiento; igual cosa vale, por tanto, para un sistema con acopla­
miento dinamico.
Vamo a mostrar, por medio de un ejemplo, que la naturaleza del aco­
plamiento depende de la eleccion de coordenadas.
M ��
'Y'r\.2-
K.z
'f�
""',4
K,.
?'m"'11.�!_-x ---�
Fig. 1.
--"7}f'- .....rr
Fjg. 2.
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Sea el sistema representado en las figuras 1 y 2. Si las coordinadas se
eligen como en fig. I. se tiene
r '2 q'22 }{ mi ql + m2\T=72
V = Y:i k, (ql - X)2 + Y:i k! (qs - ql)2
en este caso s610 hay acoplamiento estatico.
En cambio, si las coordenadas s� eligen como en fig. 2
V=%
{ m i (� +
{ ki qi +
T=%
y ahora s610 tenemos acoplamiento dinamico,
7. Estructuras con amortiguamiento. Supondrernos que las Iuerzas disipativas
son funciones lineales de las velocidades (amortiguamiento viscose). Esto sim­
plifica el tratamiento matematico: la simplificaci6n puede estimarse satisfacto­
ria en prirnera aproximaci6n.
En Ref. 5 Lord Rayleigh ha hecho un estudio bastante general de lop
sistemas con este tipo de amortiguamiento (Caps. IV y V).
Para ello introduce una Iuncion F
(30)
esta Iuncion es tal que
«3F
- -. = Q.
«3qi
I
da la i esima componente de la Iuerza de arnortiguamiento, Qi- La funci6n
F representa la mitad de la potencia de las Iuerzas disipativas.
Las conclusiones principales a que se llega en esta teoria son:
a) Si las Iunciones T, V, F son sirnultaneamente reductibles a una su­
rna de cuadrados, el sistema material puede representarse por osciladores sim­
ples amortiguados, independientes entre S1 (no acoplados). Este caso' tiene es­
asa importancia practica:
b) Si las tres funciones T. V, F no son sirnultaneamente reductibles a
una suma de cuadrados, las vibraciones del sistema son alga mas complicadas.
Sin embargo, si las fuerzas de amortiguamiento son pequefias, y si, adernas,
F y V son esencialmente positivas (caso que siempre se verilica en las estruc­
turas), los periodos de los modos principaJes no son alterados par la presencia
de Iuerzas disipativas, pero la vibraci6n decrece gradualmente;
c) La forma geometrica de los modos principales no es alterada en for­
ma apreciable, siempre que se cumplan las hip6tesis enunciadas en b);
d) Si �r (r =;. I, 2•... , n) son las coordenadas normales del sistema
sin arnortiguamiento, para cada r existe un modo principal de oscilar del sis-
(31)
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terna con amortiguamiento, en el cual la amplitud de las restantes coordena­
das es pequefia {rente a la de �r y la fase de esta coordenada esta en cua­
dratura con la Iase de las restantes. Hay transferencia de energia entre los
modos principales,' que por tanto, no son rigurosamente ortogonales entre si.
Segun esto el principal efecto de las Iuerzas de amortiguamiento visco­
sas es introducir diferencias de fase entre el rnovimiento de los osciladores sim­
ples que representan el sistema. Estas diferencias de fase no tienen importan­
cia, si se superponen los esfuerzos en la forma explicada al final del parralo 5.
Antes de concluir, queremos hacer de nuevo las necsarias reservas sobre
el campo de aplicaci6n de las teorias expuestas, Las hipotesis de linearidad
s610 se cumplen para deformaciones relativamente pequefias, Como ya e ha
dicho en otro lugar, no se puede esperar que el amortiguamiento sea viscoso
una vez pasado el limite elastico en alguna pieza de la estructura ), aun mas,
hay evidencia experimental que el amortiguamiento no es viscose ni siquiera
dentro de la rase elastica. No se puede prescindir tampoco de los fenomenos
de "herencia": el cornportamiento de la estructura depende de la solicita­
ciones a que haya estado sometida previamente. Ni iquiera se puede suponer
que los parametres de inercia sean constantes, dado el acoplamiento de la
estructura con el terreno de Iundacion. A pesar de estas lirnitaciones, el ana­
lisis expuesto en este articulo puede servir de base, de primera aproximacion,
para ir incorporando luego en los calculos influencia de los factores recien
mencionados.
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